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A VALOSZINUSEGSZAMITAS KOZGAZDASAGI
INTERPRETACIOJAROL

Medvegyev Péter*

A dolgozat a kézgazdasagi modellezés matematikai hatterének problémait vizs-
galja. A modellezés legf6bb problémaja, hogy a vizsgélt jelenségek nem emelhet6k
ki a kdrnyezetiikbdl, és nem lehet egyszertsitett modellel a gazdasagi jelenségeket
leirni, kovetkezésképpen a vilag lényegében megismerhetetlen, és ez a megismer-
hetetlenség a bizonytalansag legf6bb oka. A kockazat fogalma mar bizonyos meg-
ismerhetGséget feltételez, ami a gazdasagi rendszerekben nem adott.

JEL-kédok: A12, B16, Co, G17

Kulcsszavak: valoszintliség, el6rejelezhetéség, derivalhatdsag, kozgazdasagi mo-
dellezés matematikai héttere

A valdszintségszamitas, illetve a valdszintiség kozgazdasagi interpretacidja tobb-
szor is felmeriilt, és egyfajta 6rokzold témanak tekinthetd. Szdz Jdnosnak a jelen
lapszamban megjelent véleményével* teljesen egyetértve, érdemes abbdl kiindul-
ni: a probléma bonyolultsaga nagyrészt abbdl ered, hogy tébb egymdshoz nem
tartozé kérdést egyidejiileg akarunk megmagyarazni.

Els6ként érdemes a szarmaztatott termékek drazasat levalasztani, ugyanis — bar
ez a sztochasztikus analizis kozgazdasagi alkalmazasanak zaszldshajoja -, vald-
jaban az elméletnek semmi koze a véletlenhez. Vagy csak formalisan tlinik gy,
hogy egyfajta véletlenhez kapcsolédé kérdésrél van szé. A szarmaztatott ter-
mékek arazasanak kozponti gondolata a fedezés. Egy szarmaztatott termék ara
annyi, amennyibe a terméket fedez6é onfinansziroz6 portfélié kerill. Ha nincs
fedezd portfolid, marpedig ilyen altalaban nincs, akkor az elmélet nem tud vé-
laszt adni a feltett kérdésre. Marad a j6 oreg kereslet-kinalat elmélete. Nem lehet
ezt eléggé hangsilyozni. Nincs itt semmi bonyolultsag. Az arakat a kereslet és a
kinalat hatdrozza meg. Egy nagyon specidlis és a valésagban tdn soha el6 nem
forduld helyzetben, amikor a szdrmaztatott termék fedezhetd, a kereslet és a ki-
nélat fiiggetlen a preferenciaktdl, és ilyenkor az ar egyszerten felirhatd. A kérdés
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tehat az, hogy van-e 6nfinanszirozé fedez6 portfélio. Ez masképpen azt jelenti,
hogy egy nagyon bonyolult matematikai szituaciéban meg tudunk-e oldani egy
linearis egyenletrendszert vagy sem. Ilyen értelemben a kérdésnek sokkal inkabb
alinedris algebra, illetve a linedris programozas a hattere, csak a torténet nem egy
véges dimenzids térben, hanem egy végtelen dimenzios térben jatszodik. Vagyis a
matematikai kontos, amely a tartalmat eltakarja, igen impozdéns, de mégis csupan
egy kontds. A szarmaztatott termékek drazdsa a jo Oreg altalanos egyensulyel-
mélet egy fejezete, az arak pedig a termelési halmazhoz tartozé dudlis valtozok.
A nehézség abbdl ered, hogy a tér, ahol az egyenletrendszert meg kell oldani,
végtelen dimenzids. Ezenkivill még nem is egyszerd a struktdraja, ugyanis nem-
csak az egyes kimenetelek szama végtelen, hanem az egyes idépontok szama is.
Vagyis, ha gy tetszik, a probléma tobbszordsen is végtelen. Amennyiben a két
végtelentdl megszabadulunk, a probléma felfedi valds jellegét, és kideriil, hogy
példaul a linedris programozds dualitédsi tételébdl az eszkozarazas mindkét tétele
levezethetd. Ha csak az id6horizontot tekintjiik végesnek, de a kimenetelek sza-
mat meghagyjuk végtelennek, akkor a targyalas az altalanos esethez képest joval
egyszeriibbé valik, és egyértelmiien kideriil, hogy a konvex halmazok elvalasztasi
tételét kell alkalmazni. Mds oldalrdl persze, ha az id6horizontot és a kimenete-
leket is végtelennek tekintjiik, akkor a felmeriilé matematikai problémak olyan
tomege zidul rank, amelyet csak a legfelkésziiltebbek tudnak kezelni.

Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy 1ényegében a legegyszeriibb esetben, amikor
az eszkozarak egy geometriai Wiener-folyamat szerint alakulnak, az ugynevezett
Girszanov-tétel egy egyszertsitett utat jelent. A Girszanov-tétel persze nem egy
nagyon egyszer( tétel, de joval egyszer(ibb, mint az 4ltaldnos esetben alkalma-
zott eszkoztar, és a Girszanov-tétel altal jelzett mértékcsere azt a benyomast kelti,
mintha egyfajta szubjektiv valoszintség mellett kellene a kimeneteleket kiértékel-
ni, és a szarmaztatott termékek ara a kockdzatmentes vilagban vett varhatd érték-
kel arazhat6. Mikozben az 4j valdszintiségek egyszertien dual valtozok, vagyis, ha
ugy tetszik, a linearis programozds arnyékarai.

A szarmaztatott termékek arazdsanak problémdjit elhagyva, a kérdés nagyon
egyszerii: megismerhet6-e vilag? A kérdéssel, bar jogos, egy nagy baj van. A ben-
ne szerepld két fogalom, a ,,megismerhet6” és a ,,vilag” fogalmak egyike sincsen
definialva, igy a kérdésre nem tudunk valaszt adni. A kérdés a kozgazdasagtan-
ban kiilonosen élesen jelentkezik, ugyanis mar annak a meghatarozasa, hogy
mégis hol huzdédnak a hatdrok - mikor beszéliink tarsadalmi kérdésrél vagy
politikai kérdésrél, és mikor beszéliink gazdasagi kérdésrél -, igencsak esetle-
ges. A kozgazdasagi vitak és csatdrozasok nagyrészt a teriilet kijelolése koriil fo-
rognak: mi tartozik bele, mi nem. A ,Mi a kozgazdasagtan?” cimd vita mindig
aktualis és mindig éles. A vita mogott pedig az htizédik meg, hogy mar maganak
a vizsgalat targyanak a kijel6lése is igencsak esetleges. A valdszinliség kérdése
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nagyrészt a megismerhetdség kérdéséhez tartozik. Ha tudjuk az egyes lehet6sé-
gek jovébeli kimeneteleinek a valdsziniiségét, akkor valamit megismertiink, ha
mast nem, hat a valdsziniiségeket és a lehetséges kimeneteleket. Természetesen a
{6 probléma az, hogy el6szor a hatarokat kell meghuzni - ha ugy tetszik, a miszti-
kus nagy Omega-halmazt kell meghatarozni. Mivel a kozgazdasagtan a hatarok
kijel6lésében is bizonytalan, nem tul meglepd, hogy valdszintiségek kijelolésében
még inkabb bizonytalan. Es ett6] a ponttol kezdve a kérdés teljesen attekinthetet-
lenné és nyugodtan mondhatjuk, zavarossé valik. Erdemes ismételten és nyoma-
tékosan hangsulyozni, hogy a gazdasagi folyamatok eldrejelezhetdsége nagyrészt
attol fiigg, hogy miként tudjuk a problémat lokalizalni. Egy jol korilirhat6 rend-
szerben, ahol kevés és jol meghatarozott szamu valtozo van, az el6rejelezhet8ség
megoldhat6. Hogy a cimben szerepl$ kérdésre utaljak: egy rosszul koriilhata-
rolt rendszerben nehéz a statisztika és a valdszintliségszamitas alapfeltételét, a
figgetlen és azonos eloszlasd, nagy elemd minta kovetelményét biztositani.
Masképpen formailag ugy jelentkezik a kérdés, hogy nem tudjuk alkalmazni a
valoszintségszamitast. Ugyanakkor a probléma nem a valdszintiségszamitasbol
vagy a statisztika frekvencionista interpretacidjabdl adodik, hanem a vizsgalt je-
lenség jellegébdl fakad. Ami persze azt is jelenti, hogy mas mddszerekkel sem
lehet pontos el6rejelzéseket adni. Talan nem érdektelen megemliteni, hogy a fi-
zikai elméletek koziil az egyik, ha nem a legimpozansabb, az elektromossagtan.
Hogy mennyire impozans az elmélet és a felhalmozott tudas, ahhoz elég, ha va-
laki ranéz a telefonjara. Ugyanakkor egy olyan nyilvanvalonak téiné kérdésre,
hogy miért és hogyan keletkeznek a villimok, nincs megnyugtat6 és meggy6z6
elmélet

Természetesen a tudomanyos kozdsség probal ezen a helyzeten segiteni, és mo-
delleket épit, vagyis mesterségesen kijelol bizonyos kérdéseket, és ezeket kezdi
vizsgalni, majd a modell tulajdonsagainak vizsgalatat azonositja a modellezés
targyanak vizsgalataval. Tovabba, mint minden emberi tevékenység, ez is tarsa-
dalmi jelenség, ha agy tetszik, a megélhetésrél és a pénzrdl szol, és a dolog, a

3 FEYNMAN et al. (1986): Mai fizika. 5. kotet. Budapest: Miiszaki Kényvkiado, 133. o. Persze a hivat-
kozott irodalom nem a legtjabb, és nem is allitom, hogy a teriilet szakértéje vagyok, igy elkép-
zelhetd, hogy azota a kérdés megnyugtatdan tisztazédott. Ugyanakkor érdemes hangsulyozni,
hogy mikézben ellenérzoétt korillmények kozott mind matematikailag, mind gyakorlati mérnoki
szinten is paratlan ismeretekkel rendelkeznek a teriileten dolgozé kutaték, amennyiben a kérdés
nem kontrolldlt kortiilmények kozott, a maga természetes voltaban jelenik meg, mindjart nem
olyan vilagos, hogy mit kell tenni, és mi miért olyan, amilyen. A kézgazdasagtan problémaiabbol
erednek, hogy nincsenek kontrollalt kériilmények, a dolog jellege miatt értelmes modon nem
lehet egy egyedet példdul a tarsadalmi kornyezetébdl kiszakitani vagy valamely jelenséget a kor-
nyezetétdl izoldlni. Hallgatdkoromban elég nevetségesnek tartottam, amikor minden kérdésre
azt kellett valaszolni, hogy tarsadalmi viszony. Példaul mi az ar, mi a kereslet stb. Ma ugy gondo-
lom, hogy ez egy igen bdlcs, bar nyilvan nem nagyon eléremutaté észrevétel volt.
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modell, elkezd 6nallé életre kelni. A pénzért, a befolydsért, a cimekért foly6 6rok
harc a kutatokat csapatokba rendezi, és ezeket a csapatokat, kutatdi kozosségeket
a kozos érdek legalabb annyira Osszetartja, mint a kutatas targyanak megismer-
het8sége. Nyilvan teljesen abszurd modelleket nem lehet a végtelenségig hirdetni,
bar aki keres, az taldl, barmennyire erds is a csapatérdek. Egy masik csapat érdeke
azt diktalja, hogy a gyengébb modell koriil allok helyébe 1épjen. Ezért mindent
meg is tesz. Vagyis a tudomanyos életben, miként a tdrsadalom minden teriile-
tén, a harc az er6forrasokért a hatékonysag iranyaba mozditja el a rendszert. Az,
hogy ez milyen sebességgel folyik, egy masik kérdés. Altaléban az egyes harcold
csapatok azonos korosztalyhoz tartoznak, vagyis az elérejutds sebessége nem tul
nagy, nem beszélve arr6l: semmi garancia nincsen arra, hogy a fiatalabb generdci6
el6relép, és nem visszafelé.

A modell és a valdsag viszonyara érdemes egy némiképpen elvont példat meg-
gondolni. A példa elénye, hogy igen konkrét és jol definialt. A kérdés a kovetkez6:
miként tudjuk a Poisson-folyamatot szamitégéppel szimuldlni? A Poisson-folya-
mat a matematikai vildgban jol definialt fogalom. Ha ugy tetszik, a matemati-
kai vilagban objektiven létezik. Ha azonban szamitégéppel akarjuk szimuldlni,
egy alapvet$ kérdéssel szembesiiliink: a két rendszer mast ért szamon. A mate-
matikai vildgban a szamon val6s szdmot értiink, és a valds szamok axiémdit az
analizisel6adasok elején az érdekl6dé hallgatdsag elé tarja a lelkes oktat6. Ugyan-
akkor a szamitogépek vildgaban valami egészen mast értenek valds szamon. Nyil-
van a szamitogépes valos szam fogalma a lehetdségekhez képest a lehetd legin-
kabb kozeliteni akarja a valés szam matematikai fogalmat. De az is nyilvanvalo,
hogy a lehet6ségek ezt erésen korlatozzak. Ennek megfelel6en az idé fogalma a
két rendszerben teljesen mds. A szdmitégépes Poisson-folyamat minden tekin-
tetben mds lesz, mint a valds, matematikai Poisson-folyamat. A Poisson-folya-
mat kritikus tulajdonsagainak levezetésekor a végletekig ki kell hasznalni a valds
szamok matematikai tulajdonsagait. A valds, matematikai Poisson-folyamat mely
tulajdonsdgai fontosak, és mely tulajdonsdgoktdl tudunk eltekinteni? Tovabbi
probléma, hogy bar sok tulajdonsagot tudunk esetleg szimuldlni, ennek ara van,
amit idében, tarhelyben ki kell fizetni. Vagyis csak bizonyos korlatok és bizonyos
célok egyiittes mérlegelése utan tudunk a szimulalas mikéntjérél donteni.

Es akkor mi van a Poisson-folyamat alkalmazésédval mondjuk az Auchan kassz4-
inal? A Poisson-folyamat szamos alkalmazéssal rendelkezik a sorban allasi rend-
szerek elméletében. Milyen idéfogalommal dolgozik az egyszer(i vasarlo, és az
miként viszonyul a valés szamok matematikai axiémaihoz? A kiszolgalasi rend-
szerekben a varakozasi id6 tényleg exponencialis? Vagy csak hasonlit ra? Vagy
csak ramondjuk, hogy olyan, mert nem tudunk jobbat kitaldlni? Vagy ha tudunk
is, nem érdemes, mert igy is, gy is rosszul méretezziik a rendszert, és a legegysze-
riibb, ha a legendas Jdzsi bacsira bizzuk a tervezést? Mennyire lehet és mennyire
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érdemes ezt a kérdést feszegetni? Hol az a pont, amikor be kell latni, hogy a tiikér,
amelyben nézziik a vilagot, esetleges, hamis és torz? Nem beszélve arrol, hogy
nem is a vilagot nézziik, hanem egy masik tiikor altal elénk vetitett mozifilmet.

Ma mar szinte senki és szinte sehol nem talalkozik a valésaggal, hanem csak
annak sokszoros attételen valo titkrozédéseit latja. A tiikroz6dés oly sokszoros,
hogy teljes joggal felvethetjiik: taldn a valésag nem is létezik, vagy ha létezik is,
szamunkra felismerhetetlen. A ,,mi a valdszinliség, annak mi a helyes kozgaz-
dasagi interpretacidja” sajnos alprobléma. Nincs helyes, csak célszerti és hasznos
interpretacié. Hogy mi a célszerd, és mi a hasznos? Ez is egy jo kérdés. A valasz
csak bonyolult tdrsadalmi 6sszefiiggéseiben értelmezhetd. Sokszor a hasznos az,
hogy lehet-e beléle cikket irni, és novelni lehet-e vele az idézetek szdmat. Néha
az, hogy sikeriil-e egy jo t6zsdei startégiat felépiteni. Az ember, miként mondani
szokas, eszk6zépitd allat. Az eszkozoket a tulélés eldsegitésére épiti. A nagy vél-
tozas, ami a 19. szazad 6ta a szellemi eszkozépitésben megtortént, az, hogy egyre
kevésbé, vagy inkdbb egyaltalan nem azért épitjiik a szellemi eszkozeinket, hogy
megismerjiik az isten édltal teremtett vilagot. Sajnos, tudomasul kell venni, hogy
a nagy felfedezések koranak vége. Tudom, ezt gondoltédk a 19. szdzad végén is,
majd jott a 20. szdzad, és a tudomany vildgaban minden a feje tetejére 4llt. De ami
egyszer igaz volt, miért lenne mindig igaz? Volt mar erre is meg amarra is példa.

A kozgazdasagtan alapvet6en nem a valdszintiségek ilyen vagy olyan jellege mi-
att nem képes a jovét eldre jelezni. Nem a valdszintiségszamitds ilyen vagy olyan
interpretacidja a probléma. A legf6bb probléma az, hogy az emlitett tudoméanyag
a sajat targyat nem képes egyértelmuen kijelolni, nem tudja levalasztani, hogy
mi az, amit vizsgdl és mi az, amit nem vizsgal. Ha ugy tetszik, nincsenek rogzi-
tett paraméterek, minden érték valtoz6. Nem a kutatok felkésziiltségével vagy az
alkalmazott médszerek nem megfelel voltdval van a gond, hanem avval, hogy
a vizsgalat targya nem emelhet ki a kornyezetébdl, illetve a kdrnyezet nem ala-
kithaté megfelel6en. Az Ggynevezett elméleti kozgazdasigtan megprobdlja a
sikeres tudomanyok mddszertandt majmolni, mikozben az ott felhasznalt esz-
kozok szaméra idegenek. Gorcsosen kapaszkodik abba az illuzidba, hogy képes
magyarazatot adni a gazdasagi folyamatok alakulasdra, mikézben azt sem tudja
megmondani, hogy mit mér, mi az a jelenség, amit elére akar jelezni, egyaltalan,
mik a gazdasagi folyamatok, és azok mely része tekintheté miiszaki kérdésnek és
mely része szocioldgiai probléma. Teremt maganak egy vildgot, és jobb lehet6ség
nem lévén, azt vizsgalja. Hangsulyozom, hogy ez nem baj, s6t, ez a tudomdnyos
modszer, ez az egyedil jarhaté ut. Mindaddig, amig ez kell¢ belatassal, &szinte-
séggel és alazattal torténik. Ahogy én latom, éppen ezek hianyoznak. Hidba, meg
kell valahogy élni, ki kell fizetni a gyerek tandijat a méregdraga egyetemen, hiszen
az a belépd a sikeres életbe. Kéz kezet mos.
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A valésziniiségszamitas egy nagyon szép, elegans matematikai elmélet, amely
szamos elvi buktatéval rendelkezik, de nincs nala jobb. Ha nagyon alaposan
megnézziik, akkor az axiomak szintjén is lathatjuk, hogy egy alapveté kérdésre
nem tud valaszt adni: nevezetesen, miként kell a metszet valoszintségét kisza-
molni. A megkeriil6 megoldas, hogy bevezetjiik a feltételes valdszintséget, de
nem mondjuk meg, hogyan kell kiszdmolni. Pontosabban, a bevezetett definici-
6t mindig forditva kell hasznalni. Ha ismerjiik a feltételes valdszintiséget, akkor
azt a feltétel valdszintliségével beszorozva megkapjuk a metszet valoszintségét.
Eltekintve az elemi példaktol, soha nem tudjuk a feltételes valdszintiséget megha-
tarozni, nem beszélve arrdl, hogy nem is érdekel minket. Amit szeretnénk tud-
ni, az a kiilonb6z6 események egyiittes bekovetkezésének valdszintisége, vagyis
a killonb6z6 megfigyelt jelenségek egymashoz valé viszonya. Ha jobban tetszik,
a kiilonb6z6 események egyiitt mozgasat, korrelaciéjat szeretnénk ismerni, ahol
a korrelaci6 sz6t most igen altaldnos értelemben hasznalom. A feltételes valdszi-
nliség az a pont, ahol a modellezendd jelenség tulajdonsagait a valdszintiségi mo-
dellbe becsempéssziik. Példaul azt mondjuk, hogy az arfolyamok Markov-lancot
alkotnak, vagy azt mondjuk, hogy a hozamok Lévy-folyamatot alkotnak. Minden
modellezésnek ez a problémas lépése. Innentél mar minden matematika. Ami
persze nem jelenti azt, hogy a kovetkeztetés helyes, ugyanis miként a Poisson-
folyamat kapcsdn jeleztem, nem biztos példaul, hogy az eltérd idéfogalmak mi-
att a szamitdsok nem élesitik ki a hibakat. Mivel a két rendszer nem azonos, az
egyik modell transzformacidja a masik modell olyan oldaldra mutathat ra, ami
a kiindulé helyzetben még nem latszott. Vagyis a matematika nem feltétleniil a
kovetkeztetést segiti, hanem a hibdk feltarasat. Ha lehet, a gazdasagi folyamatok
esetén mindenképpen ez a fontosabb szerep. A derivativ drazas elméletében a leg-
fontosabb matematikai eredmény annak a bemutatésa és f6leg felismerése, hogy
a piac teljessége az arazo formula levezetésében donté szerepet jatszik. Szemben
a bevezet6 tankonyvekkel, nem az arbitrazsmentesség a donté feltétel, hanem
a teljesség. Ezt a matematikai vizsgalatok tartak fel. Ez a tudomanyos kozosség
hozzéjaruldsa. Hasonloképpen, az dltaldnos egyenstlyelmélet f6 eredménye az,
hogy ramutatott arra: csak konvex technoldgiak esetén lehet a kereslet és a kinalat
egyensulyardl beszélni. A tényleges gyakorlati hasznalat hibai is tobbek kozott
abbol eredtek, hogy a kiilonb6z6 szarmaztatott termékek valdjaban nem voltak
lefedezve; miért is lettek volna, hiszen tokéletes fedezés csak a mesében, ha tet-
szik, csak a matematikdban létezik.

Természetesen a kiilonboz6 korok masképpen nézték a vilagot. Itt is egy nagyon
nehéz kérdésre kell valaszt keresni. A 18. és a19. szdzad nagyon optimista volt. Mi-
ért is? Hatarozottan azt gondoltak, hogy a vildg megismerhetd és megvaltoztatha-

t6. Elegendd csak Beethovent hallgatni. Egyszerd, attekintheté struktura. Minden
vilagos, minden tiszta, inkabb minden kristalytiszta és gyonyoru. Ez az egyszert-
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ség és nagyszertiség minden korban lenytig6zi az embereket. Sajnos az optimista
19. szazad igymond a Nagy Haboru csatamezdin elttint, és helyet adott a 20. sza-
zadnak. A matematika oldalardl a 19. szazad nagyrészt a derivalhatdsagrol szolt.
Az, hogy egy folyamat, egy fliggvény nem derivalhato, fel sem merilt. A derival-
hatésag azonban elérejelezhet8séget jelent. Mivel a maltat ismerjiik vagy ismerni
véljiik, tudjuk a balrdl vett derivaltat. Mivel a fiiggvény derivélhatd, ezért tudjuk
a jobb oldali derivaltat is, vagyis tudjuk, hogy mi fog a jovében torténni. S6t, a
tuggvények nemcsak derivalhatdk, hanem tgymond ultraderivalhatok is. Fligg-
vényen ugyanis altaldban komplex derivalhato fiiggvényt értettek. A komplex de-
rivalhato fiiggvények fontos tulajdonséga, hogy egy kicsi darabjukat megfigyelve,
a teljes fliggvény egyértelmtien megadhato. Az egyszertiség kedvért kicsi darabon
egy tetszblegesen kis szakaszon valé értéket értiink. Vagyis ha egy fliggvényt egy
nagyon rovid szakaszon ismeriink, akkor teljesen, mindenkorra és mindenhol is-
merni fogjuk. Teljes determinizmus. Hasonl6 gondolatmenet érvényes a differen-
cidlegyenletek esetén. Ha ismerjiik az indulé feltételeket, akkor a rendszer 6rok
torvényeit is ismerni tudjuk.

Persze, a matematika nagyjabdl 6tven évvel jar mindig a vilag el6tt. A megis-
merhet6 vilag eszméje lassan foszlani kezdett. Egyre vilagosabba valt, hogy a
dolgok mégsem olyan egyszertiek. Kiilonb6z6 okokbdl, de egyre sokasodtak az
ellenpéldak. A {6 csapds a trigonometrikus sorok elmélete feldl érkezett. Kide-
riilt, hogy egyszert hullimokbdl lehet szakadasos fiiggvényt csinalni. Majd jott a
végs6 csapas. Weierstrass, a modern analizis atyja 1872-ben egy olyan fiiggvényt
konstrualt, amely ugyan folytonos volt, de egyetlen pontban sem volt derivalha-
t6. 1821-ben Cauchy, a kor legnagyobb matematikusa még be is latta, hogy egy
folytonos fliggvény néhany specialis ponttol eltekintve derivalhaté. Fel szokas
emlegetni, hogy Cauchy nem latta, nem vette észre a pontonkénti konvergencia
és az egyenletes konvergencia kozti eltérést.* Mikozben ez igaz, sokkal inkabb
igaz az is, hogy meg sem fordult a fejében: 1étezik olyan mozgasforma, amelyet
legalabb egy r6vid ideig nem vagyunk képesek el6re latni. Cauchy nem matema-
tikai hibat kovetett el, hanem filozofiai hibat. Be akart valamit latni, ami nem
volt igaz. Ha ugy tetszik, a vdgyait a valosag f61¢é helyezte. Weierstrass ellenpélda-
ja a tudomdanytorténetben forduldpont. Egyrészt vilagossa valt, hogy a szemlélet
nem elegendd alapja a matematikdnak; a matematikanak szigoru logikai alapra
kell épiilnie és axiomatikusnak kell lennie. Weierstrass el6tt a szemléletes és az
igaz azonos volt. Nemcsak azt gondoltdk, hogy a vilag megismerhetd, hanem
azt is, hogy a vilag egyszer(, és valoban, isten nem csupan kockékat nem do-
bél, hanem nem is gonosz, s6t biiszke a teremtésre, és az emberek, felvértezve a

4 Bezzeg mi milyen okosak vagyunk, ezért siman megbuktatunk, teljes joggal, barkit.
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mindentudas almajaval, csoddlhatjak is a teremtést, és ezen keresztiil a Terem-
t6t is. A matematika ezen a ponton elkezdett 6nall6 utat jarni, Iényegében levalt
a fizikarol és tegyiik hozza, 4ltalaban az alkalmazasoktdl. A tudomanyteriilet
célja megvaltozott. Helyesen vagy helyteleniil, az igaz fogalmat felcserélte a lo-
gikailag hibatlan fogalmdra. A matematika térekvése, hogy a lehetd leginkabb
megszabaduljon a szemlélettdl, és a dolgok logikai szempontjait hangsulyozza.
Helyesen vagy helyteleniil, de a szemléletet csak legfeljebb a megsejtés nagyon
fontos segédeszkozének tekinti. Barmennyire is szemléletes valami, ett6l még
nem lesz igaz, az Osszefliggést logikai tton le kell tudni vezetni az axiémakbdl.
Ez megjelenik a matematikakényvek nyomdai kiilalakjaban is. Egy ,,j6” mate-
matikakonyvben nincsenek abrak. Szemben minden mas tudomanyteriilettel,
igy a kozgazdasagtannal is, ahol egy jo dbra tobbet ér ezer szonal. Diractdl al-
litélag megkérdezték, hogy mi a fizika és a matematika kozti kiilonbség. Dirac
szerint mind a két tudomany egyenletekrdl szél, s6t ugyanazon egyenletekr6l.
De egy fizikus anélkiil is meg tudja mondani az egyenlet megoldasat és a megol-
das hozzavet6leges tulajdonsagait, hogy azt megoldja. Egy matematikusnak meg
kell oldania az egyenletet, és azt ki kell elemeznie ahhoz, hogy tudja a valaszt. S6t
tegyiik hozzd, egy matematikus elsé gondolata, hogy beldssa, van megoldds, az
egyenlet és a példa, feladat nem tartalmaz belsé ellentmondast.

Kolmogorov valdszintiségszamitasi elmélete tipikus példdja ennek a torekvésnek.
Egy axiéma és definiciérendszer, amely a szamolasokat korrektté és matematika-
ilag kezelhet6vé teszi. Ennek legf6bb eszkoze, hogy a varhato érték fogalmat az
absztrakt Lebesgue-féle integralkonstrukciora alapozza. Vagyis a rendszer logikai
stabilitasa és konny(i hasznélhatésaga a cél. Ennek eszkoze egy akkortajt még ép-
pen hogy kialakult matematikai elmélet ,.interpretéldsa”. Es ezek utdn természe-
tesen brilidns matematikai tételeket bizonyitott be, példaul a rdla elnevezett nagy
szamok erds torvényét, evvel igazolva, hogy a javasolt axidmarendszer hatékony
és mitkoddképes. Kolmogorov elméletének azonban van egy gyenge pontja: a fel-
tételes valoszintiség kezelése. A feltételes valoszintiséget mindenki egy igen szem-
léletes fogalomnak tekinti. A valdszinliségszamitdssal ismerkedék legnagyobb
meglepetésére ez tavolrdl sincs igy. Miként mar jeleztem, a feltételes valdszintiség
bevezetésének célja az, hogy a metszet valdszinliségét meg tudjuk hatarozni, és a
feltételes valoszintiség az a fogalom, ahol a ,valdsag” bevihet6 a modellbe. Ezek
utan éppen ezen a ponton egy sor technikai nehézség jelenik meg. Ez formailag
ugy szokott jelentkezni, hogy vajon a feltételt mikor lehet bevinni az §sszefiiggés-
be, vagyis példaul az X = x feltétel teljesiilése esetén mikor lehet az X valdsziniségi
valtozot az x értékkel helyettesiteni. A probléma abbdl ered, hogy nem tudjuk
megmondani, mi a feltételes valdsziniiség, ha a feltétel valdsziniisége nulla. Alta-
laban a nulla valészintiségt halmazok az elméletben tulsdgosan is nagy szerepet
jatszanak. Példaul a sztochasztikus analizisben a vizsgalat kezdetén mar meg kell
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allapodni abban, hogy mit fogunk nulla valészintiségii halmaznak tekinteni. Ha
a nulla valészintiségi halmazokat azonositjuk a lehetetlen eseményekkel, akkor
mar a vizsgalat elején meg kell mondani, hogy mely események lehetségesek és
melyek nem. Ezek részben filozéfiai szempontbdl, részben technikai matematikai
oldalrdl komoly nehézségek forrasai, de sajnos, ilyen a rendszer, senki sem tudott
ez idaig jobbat és tigyesebbet javasolni.

Weierstrass példaja egyfajta szdlka volt a tudomany kérme alatts A nagy for-
dulatot a Wiener-folyamat jelentette, amikor kideriilt, hogy a hdmozgas, illetve
Bachelier nem nagy figyelmet kivalté kutatasai alapjan a részvények arfolyamai
nem derivalhatok. Vagyis a multbdl nem tudunk a jovére nézve semmit sem ta-
nulni. Taldn érdemes megjegyezni, hogy Louis Bachelier 1900-ban védte meg
nem tul nagy érdeklédés mellett a dolgozatat, illetve Einstein a specialis relativi-
taselmélettel 1ényegében egy idében 1905-ben adta meg a Brown-mozgas magya-
razatat, és evvel dont6 bizonyitékot nydjtott az atomok létezésére.

A 18. és 19. szazad a bolygémozgasok 6rok szabalyaibdl és a differencialegyenle-
tek determinizmusabdl probalta a vilagot megérteni. Marx is azt gondolta, hogy
a tarsadalmi kérdések az anyagi vilag szabdlyai alapjan megérthetdk és a helyes
irdnyba terelhet6k. Micsoda tévedés! A 20. szdzad eleje mar a véletlenre épitette
a vilagképét. A Wiener-folyamat nemcsak egy matematikai bravirkonstrukcio,
hanem egy mas vildgfelfogas is. Mit tudunk mondani: maximum statisztikai
mutatokat. S6t, még azt se. A véletlen és a kiszamithatatlansag uralja a vilagot.
Legytink 6szinték, szinte barmely percben elveszthetjilk a megtakaritasainkat.
A legbélcsebbek is csak azt tudjak mondani, ne tegyiik az 6sszes tojast egy ko-
sarba. Errél a devizahitelesek vagy a brokerbotranyok aldozatai sok regényes tor-
ténetet tudndnak mesélni. A kozépiskolds tananyagok fejlesztésekor érdemben
felmeriil, hogy a matematika és a fizika rovasara pénziigyi ismereteket kellene
tanitani. Természetesen nem mondom azt, hogy ez helytelen. Csak annyit mon-
dok, igen, sajnos fel kell késziteni a didkokat a valds veszélyekre. Fel kell hivni a
figyelmet arra: barmikor torténhet egy olyan fordulat, hogy életitk megtakaritasa
semmivé lesz. Es ez fontosabb annal, mint hogy megértsék, miért kell f5l a nap, és
hogyan valtozik a hold.

5 SzOKEFALVI-NAGY BELA (1972): Valés fiiggvények és fiiggvénysorok. Budapest: Tankonyvkiado,
15. 0. A sokszor és sokak éltal idézett, nevezetes mondat, amely a kortarsak reakcidjat foglalja
Ossze: ,Rémiilettel és borzalommal fordulok el ettdl a siralmas fekélytol: fiiggvények, amelyeknek
nincsen derivaltjuk.” Hangstlyozni kell, hogy a heves reakci6 oka nem matematikai természet(i
volt, hanem a szemlélet és a matematika viszonya keriilt drdmaian 4j megvilagitasba.
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